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ВИЗНАЧЕННЯ ОСОБЛИВИХ ТОЧОК КРИВОЛІНІЙНОЇ 

ПОВЕРХНІ КОНТАКТУ В КІНЕМАТИЧНИХ ПАРАХ 

 

У дослідженнях було розроблено та проаналізовано 

графоаналітичний спосіб граничних умов особливих точок криволінійної 

поверхні контакту під час оброблення гвинтової поверхні різального 

інструмента. Основою цих досліджень було визначення особливих точок 

спряжених поверхонь, які спрямовані з точок осі поверхні обертання на 

задану гвинтову поверхню. 

Графоаналітичний спосіб ґрунтується на положенні диференціальної 

та прикладної геометрії. Граничні умови визначення особливих точок у 

криволінійних поверхонь є досить широким і розвиненим розділом науки, що 

спирається на теоретичні та практичні досягнення прикладної геометрії.  

Розробка криволінійних поверхонь ріжучого інструменту для 

виготовлення складних деталей в озброєнні та військовій техніці, є для 

нашої країни темою дуже важливою та актуальною. У статті 

запропоновано оптимізувати процес створенням універсальних засобів, до 

числа яких може бути віднесено і графоаналітичний спосіб проектування 

спряжених криволінійних поверхонь для проектування виробів із заздалегідь 

заданими параметрами. Запропонований спосіб дає можливість графічно 

визначити за яких умов з'являються особливі граничні точки під час 

контакту криволінійних поверхонь, що закладає в собі всі графічні 

формування, їх взаємозв'язок та взаємозалежність.  

Велике значення під час проектування спряжених криволінійних 

поверхонь ріжучого інструменту, має точне відтворення їхньої форми, як 

основи надійної роботи механізмів майбутніх реальних виробів в озброєнні 

та військовій техніці. Метою даної статті є зробити певний крок у цьому 

напрямку, щодо створення графоаналітичного способу, за допомогою якого 

можна визначити особливі точки контакту спряжених криволінійних 

поверхонь для проектування ріжучого інструменту для обробки виробів, що 

мають складні криволінійні поверхні в озброєнні та військовій техніці. 
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Постановка проблеми. У роботі  пропонується визначення 

особливих точок криволінійної поверхні контакту в кінематичних парах 

граничними умовами, а саме для проектування гвинтової поверхні ріжучого 

інструменту, на базі параметричного кінематичного гвинта. Це досягається 

за допомогою звичайних узагальнених графоаналітичних алгоритмів, які 

дадуть можливість усунути помилки під час проектування ріжучого 

інструменту, за допомогою якого будуть оброблюватися вироби в озброєнні 

та військової техніки. 

Ціль статті. Граничні умови визначення особливих точок 

криволінійної поверхні контакту в кінематичних парах графоаналітичним 

способом профілювання спряжених криволінійних поверхонь ріжучого 

інструменту для обробки виробів озброєння та військової техніки. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Основні положення та 

вимоги до контактної поверхні сформульовані у роботі [1]. Відзначено, що 

для нормальної роботи зубчастих зачеплень, вони повинні мати загальну 

дотичну площину та загальну нормаль. Домогтися практичного виконання 

цих вимог при проектуванні складно, внаслідок необхідності визначення 

граничних умов, визначення особливих точок криволінійної поверхні 

контакту в кінематичних парах засновано на теоремах професора О.М. 

Подкоритова 3, та на розробках у роботі 1. 

Основна частина. У роботах 1, 2 розроблено аналітичні 

дослідження спряжених гвинтових поверхонь, які дозволили моделювати 

процес дослідження зубчастих зачеплень та оброблюваного інструменту із 

застосуванням комп'ютерних технологій. У дослідженнях пропонуємо 

графоаналітичний спосіб визначення граничних умов особливих точок 

профілювання криволінійних формувань, що огинає сімейства кривих. 

Рівняння, де ліва частина якого безперервна функція, що диференціюється, 

при змінних, виражає плоску криву ℓ при кожному фіксованому значенні 𝐶. 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0,                                                     (1) 

 

Сукупність всіх таких кривих утворює сімейство кривих, залежних від 

параметра 𝐶. У багатьох випадках сімейство допускає існування кривої, що 

задана огинає, яка в кожній точки стосується деякої кривої сімейства. 

Задаючи сімейство поверхонь отримаємо рівняння (1), додаючи змінною 

деякій фіксоване значення. Криву ℓ′, близьку до даної кривої ℓ, виразили 

рівнянням 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝐶 + Δ𝐶) = 0.                                                     (2) 
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Точки пересічення кривих ℓ і ℓ′ задовольняють системі рівняння: 

 

{
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝐶) = 0                                                                   

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝐶 + Δ𝐶) = 0,                                                (3) 
 

 

де  Δ𝐶 → 0, отримаємо систему рівнянь: 

{

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝐶) = 0                                                                   

𝑑𝐹(𝑥, 𝑦, 𝐶)

𝑑𝐶
= 0.                                                         (4) 

 

 

Для фіксованого значення C рівняння (4) виражає точку, яка є 

характеристикою, що огинає криву ℓ сімейства (3). 

Перше рівняння (1) розглядається, як рівняння поверхні в системі 

координат 𝑂𝑥𝑦𝐶. Встановлено, що в точки (𝑥0, 𝑦0, 𝐶0) функція 𝑑𝐹(𝑥, 𝑦, 𝐶) 

має безперервні похідні першого порядку по 𝑥, 𝑦, 𝐶, причому в самій цій 

точки;  

 
𝑑𝐹(𝑥, 𝑦, 𝐶)

𝑑𝑦
≠ 0                                                    (5) 

 

Існує паралелепіпед з центром в точці (𝑥0, 𝑦0, 𝐶0), в межах якого 

рівняння 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝐶) = 0 еквівалентно рівнянню: 

 

𝑦 = (𝑓𝑋, 𝐶),                                                     (6) 

 

де (𝑓𝑋, 𝐶) має безперервні похідні і, отже, диференцируєма. Таким чином 

друге рівняння системи (4): 

 
𝑑𝐹(𝑥, 𝑦, 𝐶)

𝑑С
=

𝑑𝑓(𝑥, 𝐶)

𝑑С
                                                  (7) 

або 
𝑑𝑦

𝑑𝐶
=

𝑑𝑓(𝑥, 𝐶)

𝑑С
= 0                                                             (8) 

 

Це означає, що в характеристичній точці тангенс кута, утвореного 

дотичною кривої, яка отримана перетином поверхні (6) плоскістю 𝑥 =
𝑥0  в точці   (𝑥0, 𝐶0) і віссю OC, дорівнює нулю. Крім того, рівняння (8) 

виражає необхідну умову існування екстремуму функції. 

𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝐶)|𝑥=𝑥0.                                                  (9) 

 

Рівняння 

lim
𝐶→𝐶0

𝑀0𝑀

𝐶−𝐶0
=

𝐹𝐶(𝑥0,𝑦0,𝐶0)

𝐹𝑦(𝑥0,𝑦0,𝐶0)
= 0. 
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Дає можливість встановити, що відстань 𝑀0𝑀 по вертикалі між 

точкою 𝑀0 на кривій (𝐶0) і кривій (𝐶0), є нескінченна мале вищого порядку, 

порівняно з приростом параметра 𝐶 − 𝐶0. А простіше, точка 𝑀 прагне до 

граничного положення 𝑀0 при 𝐶 → 𝐶0. 

При цьому, в більшості випадків, має місце і зворотне – 

характеристичні точки є граничними положенням точок пересічення при 

неорганічному зближенні пересічних кривих. Таким чином, можна зробити 

висновок, що визначити екстремальне значення функції (9) при 𝑥 = 𝑥0 для 

визначення характеристичної точки. Отримані результати автори 

застосували для розрахунку зубчастого зачеплення.  

Дослідження теорії кінематичного гвинта для проектування зубчастих 

з`єднань, можливо здійснити на базі наукових робіт 1 в галузі 

моделювання просторового параметричного кінематичного гвинта з 

використанням комп'ютерних технологій при профілюванні виробів 

кінематичним методом (рис. 1) 

  
Рис. 1 Графік діаграми параметричного кінематичного гвинта 

 

Граничні положенням точок криволінійної поверхні зачеплення 

графоаналітичним способом запропоновано на базі просторового 

параметричного кінематичного гвинта з точковим контактом.  

Зображенню просторового параметричного кінематичного гвинта 

відповідає сукупність геометричних побудов, для визначення параметрів 

кінематичного гвинта без геометричних побудов (рис. 2). 

Суть графоаналітичного способу, по визначенню точки з граничними 

положенням гвинтової поверхні контакту полягає у визначенні показників 

якості зачеплень у точках, використання яких дасть змогу, прогнозувати 

оптимальні умови роботи спряжених геометричних поверхонь зубчастого 

зачеплення на стадії проектування. 

Комплексна аналітична модель зачеплення криволінійної поверхні, 

дає змогу отримання критерійного показника, в якому є можливість 
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взаємодії з параметрами характеристик зачеплення. Таким чином, 

реалізується можливість прогнозу, як якісного зачеплення, так і параметрів 

для його реалізації. Внаслідок цього, значно підвищуються експлуатаційні 

можливості, зменшується час в процесі проектування, відбувається 

економія матеріалів і енергетичних ресурсів. 

Встановлено, що граничні точки стосовно руху спряжених гвинтових 

поверхонь, це і є геометричне місце тих точок на поверхні Ф,  та швидкості 

рухів яких відносно спряжених гвинтових поверхонь лежать у площині, 

дотичній до поверхні Ф. Знайдений вектор відносної швидкості точки 

поверхні Ф з координатами, у момент часу (рис. 2).  

 

  
Рис. 2 Граничні умови особливих точок 

 

З проведеного дослідження, отримано новий спосіб  визначення 

граничних умов особливих точок криволінійної поверхні контакту в 

кінематичних парах, процедури та алгоритми параметричного 

геометричного моделювання кінематичного гвинта, що дозволить 

моделювати автоматично спряженні кінематичні пари, при проектуванні 

зубчастого зачеплення. 

 

Висновки та перспективи. Існуючи види зачеплень, не можуть 

задовольнити повністю вимоги сучасних надпотужних машин, оскільки 

вони мають ряд істотних недоліків: у зубчастому зачепленні знаходиться 

одночасно невелика кількість зубів, унаслідок чого, неможливо передавати 

великі зусилля. Використання нового графоаналітичного способу 

граничних умов особливих точок криволінійної поверхні контакту при 

проектуванні гвинтової поверхні ріжучого інструменту розкриває широкі 

перспективи при проектуванні виробів які будуть працювати в зоні високого 

навантаження (у полюсі зачеплення) буде зменшувати нагрів та знос зубів.  
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DETERMINATION OF SPECIAL POINTS OF CURVILINEAR 

OF THE CONTACT SURFACE IN KINEMATIC PAIRS 

 

In the research, a graph-analytical method of boundary conditions of 

special points of curvilinear contact surfaces for machining a helical surface of a 

cutting tool was developed and analyzed. The basis of this research was the 

determination of special points of mating surfaces, which are directed from the 

points of the axis of the surface of rotation to a given helical surface. 

Graphoanalytic method is based on the position of differential and applied 

geometry. 

Limiting conditions for determining special points in curved surfaces is a 

rather broad and developed section of science, based on theoretical and practical 

achievements of applied geometry. The development of curvilinear surfaces of 

cutting tools for the manufacture of complex parts in weapons and military 

equipment, is a very important and relevant topic for our country. In the article it 

is offered to optimize the process by creation of universal means to which can be 

referred the method of designing of conjugate curvilinear surfaces for designing 

of products with predetermined parameters. The proposed method makes it 

possible to determine graphically under what conditions special points appear at 

contact of curvilinear surfaces, which lays down all graphical formations, their 

interrelation and interdependence. 

Of great importance in the design of mating curvilinear surfaces of cutting 

tools is the accurate reproduction of their shape as the basis for reliable operation 

of mechanisms of future real products in weapons and military equipment. The 

purpose of this article is to make a definite step in this direction, concerning 

creation of graphoanalytical method with the help of which it is possible to define 

special points of contact of conjugate curvilinear surfaces for designing of cutting 

tools for processing of products which have complex surfaces in armament and 

military equipment. 

 

Keywords: boundary conditions; special points; conjugate curvilinear 

surfaces; kinematic pairs; parameters; shaping; cutting tool; graph-analytical 

method. 


