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ДОСЛІДЖЕННЯ ГЕОМЕТРИЧНОЇ СТРУКТУРИ ФАЗОВИХ 

ПОТОКІВ СИСТЕМИ РЕССЛЕРА 

 

В статті досліджується геометрична структура фазових потоків 

динамічної системи Ресслера, математична модель якої представлена 

системою нелінійних диференціальних рівнянь. При певних значеннях 

керуючих параметрів система Ресслера демонструє хаотичну поведінку. 

В статті аналізується вплив точок рівноваги системи на процес переходу 

до хаотичного атрактора та досліджується формування його 

геометричної структури. Дослідження проводились з використанням 

теорії стійкості Ляпунова для точок рівноваги системи. В процесі 

досліджень були віднайдені точки рівноваги системи та проведено їх 

аналіз на стійкість. Використання методу лінеаризації у визначених 

точках рівноваги системи дозволило зробити якісну оцінку поведінки 

системи. Проаналізовано напрямки стискання та розтягування об’ємів 

фазового простору в околі кожної з отриманих точок рівноваги, що 

дозволило визначити передумови процесу переходу до хаотичного 

атрактора та виокремити області початкових умов, при яких фазові 

траєкторії спрямовуються на хаотичний атрактор або відходять від 

нього. Розглянуто формування геометричної структури атрактора як 

результат сукупної взаємодії деформацій фазового об’єму, викликаного 

точками рівноваги системи. Оскільки в процесі дослідження системи 

Ресслера аналітичного рішення не було знайдено, використовувались 

чисельні методи інтегрування. Математичні обчислення проводились із 

застосуванням пакету для інженерних та наукових розрахунків MATLAB. 

В результаті проведення серії інтегрувань були побудовані фазові 

портрети системи Ресслера у тривимірному фазовому просторі для 

різних початкових умов. Таким чином, були візуалізовані перехідні процеси 
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в системі, що дозволило визначити характерні області початкових умов 

та оптимізувати їх вибір. 

Проведені дослідження є продовженням роботи [1] і направлені на 

більш широке використання властивостей детермінованого хаосу в 

прикладних задачах. 

 

Ключові слова: динамічні системи; хаотична динаміка; атрактор; 

фазовий простір; фрактальна геометрія.  

 

Постановка проблеми. Для багатьох динамічних систем аналіз 

геометричної структури фазового простору дозволяє прогнозувати 

поведінку системи впродовж тривалого часу при різних початкових 

умовах. Особливий інтерес при дослідженні фазового простору 

викликають динамічні системи здатні демонструвати хаотичну поведінку. 

Рух на хаотичному атракторі у фазовому просторі представляється 

сукупністю фазових кривих, яка характеризуюється фрактальною 

розмірністю. В більшості робіт розглядають хаотичний атрактор та рух на 

ньому як певну особливість системи. В наших роботах ми намагаємось 

дослідити саме геометричну структуру атрактора, чому він має саме таку 

будову, які фактори вплинули на його форму, розглянути поведінку 

фазових кривих в околі хаотичного атрактора. Тобто, фактично розглянути 

перехідні процеси, які супроводжують процес виходу фазової кривої на 

хаотичний атрактор, та в подальшому нескінченний рух на ньому. В якості 

інструмента дослідження було обрано теорію стійкості Ляпунова для точок 

рівноваги системи. Для дослідження використовувалась лінеаризація 

нелінійної системи в околі знайдених точок рівноваги, що дозволило 

зробити якісну оцінку поведінки системи та знайти локальні напрямки 

стискання та розтягування фазових об’ємів. 

Ціль статті. Ціллю даної статті є дослідження геометричної 

структури фазових потоків динамічної системи Ресслера, математична 

модель якої представлена системою нелінійних диференціальних рівнянь. 

Для досягнення поставленої цілі планується шляхом визначення точок 

рівноваги системи та дослідження їх на стійкість провести якісну оцінку 

поведінки системи Ресслера [2] та оцінити вплив точок рівноваги на 

формування геометричної структури атрактора. Для підтвердження 

зробленої якісної оцінки виконаємо серію інтегрувань системи з 

побудовою її фазових портретів у тривимірному фазовому просторі та 

проведемо аналіз перехідних процесів при різних початкових умовах для 

визначення факторів, що впливають на формування геометричної 

структури хаотичного атрактора. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Нелінійні системи, здатні 

демонструвати хаотичну поведінку, знаходять своє застосування в ряді 

прикладних задач, зокрема в задачах кодування та захисту інформації [3-
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6], в медицині [7,8], ін. Фрактальна геометрія широко використовується 

для кодування та передачі зображень зі зменшенням обсягів використаної 

пам’яті, розпізнавання образів, створенні різноманітних фактур в 

комп’ютерній графіці [9, 10]. Тому дослідження детермінованого хаосу та 

його властивостей має велике прикладне значення. 

Основна частина. Проведемо дослідження геометричної структури 

фазових потоків динамічної системи з хаотичною поведінкою на прикладі 

системи диференціальних рівнянь Ресслера: 
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Відомо, що при параметрах a=1/5 і b=5 в системі виникає хаотичний 

атрактор [2]. Оскільки аналітичного розв’язку цієї системи не було 

знайдено, проводилося чисельне інтегрування (1) методом Рунге-Кута 5 

порядку з використанням пакету для інженерних та наукових розрахунків 

MATLAB.  

Спочатку були віднайдені точки рівноваги системи. Для цього 

значення похідних прирівнювались нулю. 
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В результаті обчислень було виявлено, що досліджувана система при 

заданих параметрах має дві точки рівноваги. 

Перша точка рівноваги з координатами (x,y,z): 
 

x= 0.0080128411245775442247211765277524 

y=-0.040064205622887721123605882638762 

z= 040064205622887721123605882638762 

 

 

(2) 

Друга точка рівноваги з координатами (x,y,z): 
 

x= 4.9919871588754224557752788234722 

y=-24.959935794377112278876394117361 

z=24.959935794377112278876394117361 

 

 

(3) 

На рис. 1 показано атрактор Ресслера та положення обчислених точок 

рівноваги відносно нього у фазовому просторі. Як видно з малюнка, перша 

точка рівноваги лежить в області атрактора, а друга знаходиться за його 

межами. Розглянемо вплив такого розташування точок рівноваги на 
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формування геометричної будови атрактора та проаналізуємо вплив 

стійкісті точок рівноваги на формування басейну атрактора. Басейном 

атрактора є область притягування фазових траєкторій з початковими 

умовами, які приводять до їх попадання на хаотичний атрактор. 

 
Рис.1 Зображення атрактора Ресслера та  

положення обчислених точок рівноваги у фазовому просторі  

 

Для вирішення поставленої задачі проведемо дослідження точок 

рівноваги системи на стійкість, використовуючи теорію стійкості 

Ляпунова. Для цього проведемо лінеаризацію системи для кожної з 

отриманих точок рівноваги. 

Для проведення лінеаризації системи на першому етапі було отримано 

Якобіан системи: 
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(4) 

Для локальної лінеаризації системи в околі цих точок рівноваги 

підставляємо значення отриманих координат в (4) у результаті чого 

отримуємо матриці лінеаризації.  

Для першої точки рівноваги з координатами (2) матриця лінеаризації 

А  системи рівнянь (1) прийме наступні значення: 
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Знаходимо власні значення матриці А, як корені вікового рівняння. В 

результаті обчислень було отримано три корені:  

 
l1= 0.096130662686061952449394586299605 - 0.99534109183976459920658048995899i 
l2= 0.096130662686061952449394586299605 + 0.99534109183976459920658048995899i 
l3= -4.9842484842475463606740679960715 

 

Два з цих коренів є комплексно спряженими з додатньою дійсною 

частиною, що свідчить про розтягування фазового об’єму від першої точки 

рівноваги в напрямках осей e1 та e2 локальної лінеаризованої системи 

координат та обертання, оскільки є комплексна складова [11]. Третій 

корінь l3 має від’ємне значення, що свідчить про стискання фазового 

об’єму до точки рівноваги в напрямку e3. 

На рис. 2 продемонстровано серію фазових траєкторій отриманих в 

процесі інтегрувань при початкових умовах обраних поблизу першої точки 

рівноваги. Стрілками показано напрямок формування траєкторій фазових 

кривих у результаті стискання фазового об’єму e3. Проявляється також 

закручування траєкторій в площині осей e1 та e2 за рахунок впливу 

комплексної складової коренів l1 та l2 при наближенні до першої точки 

рівноваги. 

 

 
Рис.2 Зображення фазових траєкторій в околі першої точки рівноваги  

системи Ресслера  

 

На рис. 3 зображено узагальнену структуру фазових потоків в околі 

першої точки рівноваги в координатах e1, e2, e3 лінеаризованої системи 

та форму поверхонь, на яких розміщуються фазові криві в процесі 

формування фазового портрету системи. 

Для другої точки рівноваги з координатами (3) маємо матрицю 

лінеаризації зі значеннями: 
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Рис. 3 Узагальнена структура фазових потоків в околі першої точки рівноваги в 

координатах лінеаризованої системи 
 

Знаходимо власні значення матриці А, як корені вікового рівняння. В 

результаті було отримано три корені:  
 
l1= 0.19199899462039866202658336587025 
l2= - 0.0000059178724881031256522711990025395 – 5.0949323350333428712041398058599i 
l3= - 0.0000059178724881031256522711990025395 + 5.0949323350333428712041398058599i 

 

Один з цих коренів додатній, що у відповідності до теорії стійкості 

Ляпунова, свідчить про розтягування фазового об’єму в локальному 

напрямку e1, а от два других корені є комплексно спряженими з від’ємною 

дійсною частиною, що свідчить про закручування траєкторій в площині 

осей e2 та e3 з притягуванням до другої точки рівноваги. 

На рис. 4 зображено фазовий портрет системи в околі другої точки 

рівноваги, як результат серії інтегрувань при початкових умовах обраних 

поблизу другої точки рівноваги.  
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Рис.4 Зображення фазових траєкторій в околі другої точки рівноваги системи Ресслера  

 

З рис. 4 видно також що положення системи координат локальної 

лінеаризованої системи e1,e2,e3 поблизу другої точки рівноваги не 

співпадає з напрямками осей x, y, z. На рис.5 зображено узагальнену 

структуру фазових потоків в околі другої точки рівноваги в координатах 

лінеаризованої системи координат e1,e2,e3 та форму поверхонь, на яких 

розміщуються фазові криві в процесі формування фазового портрету 

системи з урахуванням напрямків розтягування-стискання фазових об’ємів  
 

  
Рис. 5 Узагальнена структура фазових потоків в околі другої точки рівноваги в 

координатах лінеаризованої системи 

 

Також можна зробити певні висновки про вплив другої точки 

рівноваги на формування меж басейна притягування хаотичного атрактора.  

На рис. 6 представлено зображення фазових траєкторій обчислених при  
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початкових умовах, вибраних в околі другої точки рівноваги системи 

Ресслера, при збільшеному часі інтегрування. Так з рис. 6 видно, що по 

різні боки від другої точки рівноваги у напрямку локальної осі e1 з плином 

часу траєкторії або спрямовуються на хаотичний атрактор, підпадаючи в 

область дії першої точки рівноваги, або віддаляються від нього. 

Тобто, друга точка рівноваги належить межі басейну притягування 

хаотичного атрактора. 

За визначеними точками рівноваги системи та їх впливом на фазовий 

об’єм можна зробити прогноз про загальну структуру фазових потоків 

нелінійної системи. Він полягає у наступному. Основна частина 

хаотичного атрактора лежить поблизу першої точки рівноваги. 

Лінеаризація тільки локально описує процеси нелінійної системи. 

Формування геометрії атрактора обумовлено взаємодією деформацій 

фазового об’єму викликаного обома точками рівноваги. Так підняття 

фазової траєкторії з формуванням «мушлі» в просторі викликано 

суттєвішим впливом комплексної складової характеристичних коренів 

матриці лінеаризації для другої точки рівноваги. 

 
Рис. 6 Зображення фазових траєкторій в околі другої точки  

рівноваги системи Ресслера при збільшеному часі інтегрування 

 

На рис. 7 показано характерні області початкових умов які демаркують 

басейн атрактора в фазовому просторі. Як видно з рис. 7, а при початкових 

умовах вибраних з області 5, що лежить за другою точкою рівноваги по 

відношенню до атрактора у напрямку осі e1, фазові траєкторії 

віддаляються від атрактора. При початкових умовах з області 4, тобто в 

околі другої точки рівноваги розташованої по напрямку e1 ближче по 

відношенню до атрактора, фазові траєкторії закручуються наближаючись 

до атрактора з подальшим потраплянням на нього.  
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Фазові траєкторії 1, 2 та 3 (рис. 7, а) з близькими початковими 

умовами демонструють суттєву різницю поведінки в часі. Тобто, фазові 

траєкторії 1 та 2 не притягуються до атрактора, а фазова траєкторія 3 

потрапляє на атрактор. Отже між фазовими траєкторіями 2 та 3 проходить 

сепаратрисний контур, який є межею басейну притягування хаотичного 

атрактора. Визначення межі сепаратрисного контура в просторі потребує 

більш детальних досліджень. На рис. 7, б зображено той же фазовий 

портрет системи, але повернутий відносно осі z приблизно на 90 градусів.  

З рис.7, б видно, що нижче площини обертального руху атрактора 

також можна визначити дві області. Область 1, яка в проекції знаходиться 

ближче до другої точки рівноваги, розташована під атрактором і відповідає 

початковим умовам тих фазових траєкторій, які відходять від атрактора. 

Фазові траєкторії з початковими умовами з області, що знаходиться 

ближче до першої точки рівноваги, спочатку підіймаються в напрямку 

стискання фазового об’єму в околі першої точки рівноваги, але сукупний 

вплив обертальних складових для першої та другої точок рівноваги 

призводить до виходу фазових траєкторії за межі хаотичного атрактора. 

Тоді як фазові траєкторії з області 2 яка знаходиться правіше першої точки 

рівноваги (рис. 7, б), потрапляють на атрактор, оскільки знаходяться під 

суттєвішим впливом стискання фазового об’єму в околі першої точки 

рівноваги, або покидають зону атрактора, якщо початкова умова лежить за 

межами сепаратрисного контура. 

 

 
а 
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Рис.7 Загальна структуру фазових потоків системи системи Ресслера з виокремленням 

характерних областей початкових умов 

 

 

  
Рис.8 Зображення атрактора Ресслера з накладеним полем градієнта системи та 

точками рівноваги 

На рис. 8 зображено атрактор Ресслера з накладеним полем градієнта 

системи та точками рівноваги, що підтверджує зроблені раніше 

припущення. 

Висновки та перспективи. У процесі дослідження визначено точки 

рівноваги системи Ресслера, проведено дослідження на їх стійкість у 

відповідності до теорії стійкості Ляпунова та оцінено їх вплив на 

формування геометричної будови хаотичного атрактора. Було досліджено 

фазові портрети системи Ресслера у тривимірному фазовому просторі та 

розглянуто перехідні процеси для різних областей початкових умов. 

Проаналізовано вплив положення точок рівноваги та їх стійкості на 
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формування меж басейну притягування хаотичного атрактора. Побудоване 

поле градієнтів системи Ресслера доповнило аналіз структури фазового 

простору, зроблений на основі дослідження точок рівноваги. Це дало 

можливість узагальнити отримані результати та отримати цілісну картину 

щодо процесів, які відбуваються у хаотичному атракторі. 

Дослідження властивостей детермінованого хаосу є перспективним 

для подальшого використання в прикладних задачах. 
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STUDY OF THE GEOMETRIC STRUCTURE OF THE PHASE FLOWS 

OF THE RESSLER SYSTEM 

 

The article examines the geometric structure of the phase flows of the 

Ressler dynamic system, the mathematical model of which is represented by a 

system of nonlinear differential equations. At certain values of the control 

parameters, the Ressler system exhibits chaotic behavior. The article analyzes 

the influence of system equilibrium points on the process of transition to a 

chaotic attractor and investigates the formation of its geometric structure. The 

research was conducted using the Lyapunov stability theory for the equilibrium 

points of the system. In the process of research, the equilibrium points of the 

system were found and their stability analysis was carried out. The use of the 

linearization method at the determined equilibrium points of the system made it 

possible to make a qualitative assessment of the system's behavior. The 
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directions of compression and expansion of the volumes of the phase space 

around each of the obtained equilibrium points were analyzed, which made it 

possible to determine the prerequisites of the process of transition to a chaotic 

attractor and to single out the areas of initial conditions under which the phase 

trajectories are directed to the chaotic attractor or depart from it. The formation 

of the geometric structure of the attractor is considered as a result of the 

combined interaction of deformations of the phase volume caused by the 

equilibrium points of the system. Since no analytical solution was found during 

the research of the Ressler system, numerical integration methods were used. 

Mathematical calculations were performed using the MATLAB package for 

engineering and scientific calculations. As a result of a series of integrations, 

phase portraits of the Ressler system were constructed in three-dimensional 

phase space for various initial conditions. Thus, transient processes in the 

system were visualized, which made it possible to determine the characteristic 

areas of the initial conditions and optimize their selection. 

The conducted research is a continuation of the work [1] and is aimed at a 

wider use of the properties of deterministic chaos in applied problems. 

 

Keywords: dynamic systems; chaotic dynamics; attractor; phase space; 

fractal geometry. 


