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УМОВИ ВИКОРИСТАННЯ МЕТОДУ СУПЕРПОЗИЦІЙ ДЛЯ 

КЕРУВАННЯ ФОРМОЮ ВРІВНОВАЖЕНОЇ ДИСКРЕТНОЇ 

СТРУКТУРИ 

 

Під суперпозицією функцій розуміють утворення складної функції як 

результат алгебраїчних дій над двома або декількома простими 

функціями [1]. Якщо прості функції задано дискретно, виникає поняття 

суперпозиції точок. У подальшому під суперпозицією точок будемо 

розуміти визначення координат результуючої точки при складанні 

відповідних координат заданих точок з певними ваговими коефіцієнтами. 

Суперпозиція врівноважених дискретних структур передбачає 

виконання певних умов і правил: 

Умова 1. При функціональному додаванні дискретно представлених 

поверхонь вони мають бути топологічно однаковими (ізотопними) [2]. 

При цьому повинна бути встановлена відповідність між елементами 

результуючої структури і кожної з структур, що додаються. У 

суперпозиції дискретних врівноважених структур присутні не тільки 

координати вершин структури, а й вектори зусиль, які виникають у 

ребрах структури та зусиль зовнішнього навантаження на вершини. 

Умова 2. У врівноважених системах відношення довжини ребра до 

довжини вектору зусилля у цьому ребрі, у відповідних ребрах складових 

суперпозиції, повинні бути однаковими. Тільки у такому випадку зусилля 

натяжіння або стиску кожного ребра в результаті функціонального 

додавання стане зусиллям у заданому ребрі.  

Умова 3. Для того, щоб координати заданого вузла після 

функціонального додавання залишились незмінними, сума вагових 

коефіцієнтів функціонального додавання при кожній координаті повинна 

дорівнювати одиниці. 

Умова 4. Число сіток, що додаються, повинно бути на одиницю 

більшим, ніж число параметрів управління формою. 
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Умова 5. Якщо врівноважена структура формується під дією 

власної ваги, то параметрами управління формою можуть бути лише 

аплікати окремих вузлів або вершин, оскільки при зміні інших координат 

цих вузлів (абсцис та ординат) зовнішнє навантаження не буде 

вертикальним. 

 

Ключові слова: дискретна структура; суперпозиція точок; 

функціональне додавання; врівноважена структура; керування формою. 

 

Постановка проблеми. При використанні апарата суперпозиції для 

функціонального додавання дискретно представлених врівноважених 

структур у проаналізованій літературі відсутні чіткі умови, що дозволяють 

керувати формою врівноваженої сітки без порушення рівноваги вузлів. 

Ціль статті. Сформулювати відповідні умови та наочно показати, 

що застосування апарата суперпозицій дозволяє оперативно варіювати 

форму врівноваженої сітки без порушення її рівноваги та складання і 

розв’язання системи рівнянь рівноваги вузлів. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. В роботі [3] для 

управління формою розтягнутих врівноважених сіток, що моделюють 

поверхні тентових покриттів, використано метод, так званих, суперпозицій 

або складання функцій. Суть його полягає в додаванні кількох функцій, 

записаних у явному вигляді і помножених на певні вагові коефіцієнти. У 

роботі [3] розглянуто окремі властивості методу суперпозицій 

Цей метод, відомий з літератури [4, 5], раніше було використано для 

утворення поверхонь, що проходять через заданий контур. Зокрема в 

роботі [4] його використано для конструювання поверхонь технічних 

форм, що включають ряд заданих перерізів. 

Основна частина. Під суперпозицією функцій розуміють утворення 

складної функції як результат алгебраїчних дій над двома або декількома 

простими функціями [1]. Якщо прості функції задано дискретно, виникає 

поняття суперпозиції точок. У подальшому під суперпозицією точок 

будемо розуміти визначення координат результуючої точки при складанні 

відповідних координат заданих точок з певними ваговими коефіцієнтами: 

 

𝑈𝐴 = 𝑘1𝑈𝐴
′ + 𝑘2𝑈𝐴

′′ + ⋯ + 𝑘𝑛𝑈𝐴
𝑛, (1) 

де UA – відповідна координата точки А; 
ki – вагові коефіцієнти суперпозиції. 

Число коефіцієнтів 𝑘𝑖 дорівнює числу точок, що додаються, 

помноженому на число координат. Така суперпозиція врівноважених 

дискретних структур передбачає виконання певних умов і правил: 

Умова 1. При функціональному додаванні дискретно представлених 

поверхонь вони мають бути топологічно однаковими (ізотопними) [2]. При 

цьому повинна бути встановлена відповідність між елементами 
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результуючої структури і кожної з структур, що додаються. У суперпозиції 

дискретних врівноважених структур присутні не тільки координати 

вершин структури, а й вектори зусиль, які виникають у ребрах структури 

та зусиль зовнішнього навантаження на вершини. 

Зазначимо, що ізотопними дискретними образами або комплексами є 

такі комплекси, які містять ізотопно відповідні клітини. 

Умова 2. У врівноважених системах відношення довжини ребра до 

довжини вектору зусилля у цьому ребрі, у відповідних ребрах складових 

суперпозиції, повинні бути однаковими. Тільки у такому випадку зусилля 

натяжіння або стиску кожного ребра в результаті функціонального 

додавання стане зусиллям у заданому ребрі. У цьому випадку початок і 

кінець вектору зусилля у ребрі АВ  (рис.1) повинні належати цьому ребру 

як у складових суперпозиції, так і у результаті суперпозиції.  

Розглянемо це на прикладі функціонального додавання двох 

доданків ребра АВ, у площині xOy , вздовж якого діє зусилля F. Тоді, у 

результаті суперпозиції вершина С зусилля повинна належати АВ: 

 
𝑋𝐵 − 𝑋𝐴

𝑌𝐵 − 𝑌𝐴
=

𝑋𝐶 − 𝑋𝐴

𝑌𝐶 − 𝑌
. 

(2) 

 

Нехай коефіцієнт відношення довжини вектору зусилля до довжини 

ребра у першому доданку має значення t1, а у другому – t2. Тоді: 

 

 
Рис.1 

 

𝑋𝐶
′ − 𝑋𝐴

′ = 𝑡1(𝑋𝐵
′ − 𝑋𝐴

′ ); 
𝑌𝐶

′ − 𝑌𝐴
′ = 𝑡1(𝑌𝐵

′ − 𝑌𝐴
′); 

𝑋𝐶
′′ − 𝑋𝐴

′′ = 𝑡2(𝑋𝐵
′′ − 𝑋𝐴

′′); 
𝑌𝐶

′′ − 𝑌𝐴
′′ = 𝑡2(𝑌𝐵

′′ − 𝑌𝐴
′′). 

(3) 

У результаті суперпозиції отримаємо: 

𝑋𝐵 − 𝑋𝐴 = 𝑘1(𝑋𝐵
′ − 𝑋𝐴

′ ) + 𝑘2(𝑋𝐵
′′ − 𝑋𝐴

′′); 
𝑌𝐵 − 𝑌𝐴 = 𝑘1(𝑌𝐵

′ − 𝑌𝐴
′) + 𝑘2(𝑌𝐵

′′ − 𝑌𝐴
′′). 

(4) 

При підстановці (3) і (4) до (2) отримаємо: 
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𝑘1(𝑋𝐵
′ − 𝑋𝐴

′ ) + 𝑘2(𝑋𝐵
′′ − 𝑋𝐴

′′)

𝑘1(𝑌𝐵
′ − 𝑌𝐴

′) + 𝑘2(𝑌𝐵
′′ − 𝑌𝐴

′′)
=

𝑘1𝑡1(𝑋𝐵
′ − 𝑋𝐴

′ ) + 𝑘2𝑡2(𝑋𝐵
′′ − 𝑋𝐴

′′)

𝑘1𝑡1(𝑌𝐵
′ − 𝑌𝐴

′) + 𝑘2𝑡2(𝑌𝐵
′′ − 𝑌𝐴

′′)
. 

(5) 

 

Вираз (5) може бути тотожністю тільки у випадку t1 = t2. 

Умова 3. Для того, щоб координати заданого вузла після 

функціонального додавання залишились незмінними, сума вагових 

коефіцієнтів функціонального додавання при кожній координаті повинна 

дорівнювати одиниці. Нехай вузол А у структурах, що додаються, має 

однакові координати: 

𝑈𝐴
′ = 𝑈𝐴

′′ = 𝑈𝐴
′′′ = ⋯ = 𝑈𝐴

𝑛. (6) 

Потрібно, щоб у результаті суперпозиції структур координата цього 

вузла залишилась такою самою: 

𝑈𝐴 = 𝑘1𝑈𝐴
′ = 𝑘2𝑈𝐴

′′ = 𝑘3𝑈𝐴
′′′ = ⋯ = 𝑘𝑛𝑈𝐴

𝑛. (7) 

Якщо 

𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3 + ⋯ + 𝑘𝑛 = 1, (8) 

маємо: 

𝑈𝐴(𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3 + ⋯ + 𝑘𝑛) = 𝑈𝐴. (9) 

Ця умова дозволяє змінювати форму структури, залишаючи 

незмінними координати деяких вершин. Наприклад, можна варіювати 

форму врівноваженої сітки на заданому опорному контурі. 

Умова 4. Число сіток, що додаються, повинно бути на одиницю 

більшим, ніж число параметрів управління формою, оскільки система 

рівнянь системи для визначення вагових коефіцієнтів дорівнює числу 

вузлів, аплікати яких задано, плюс одне рівняння (8). 

Умова 5. Якщо врівноважена структура формується під дією власної 

ваги, то параметрами управління формою можуть бути лише аплікати 

окремих вузлів або вершин, оскільки при зміні інших координат цих вузлів 

(абсцис та ординат) зовнішнє навантаження не буде вертикальним. 

Приклад. Покажемо на прикладі управління формою симетричної 

сітки на розтягнутому контурі, яка формується під дією власної ваги (рис 

2а). Координати вузлів цієї сітки наведені в табл. 1. Згідно з 

сформульованими умовами, заданими повинні бути дві сітки з однаковою 

топологією та однаковими співвідношеннями коефіцієнтів натяжіння або 

стиску відповідно у внутрішніх та контурних ребрах. За другу сітку-

доданок приймемо плоску сітку (рис. 2б). У такої сітки аплікати всіх 

вершин будуть однаковими.  

Табл. 1 

j=2 
X 0 0.98 2 
Y 2.51 2.38 2 
Z 0.559 0.953 2 

j=1 
X 0 1.14 2.38 
Y 1.2 1.14 0.98 
Z 2.501 2.226 0.953 
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j=0 
X 0 1.2 2.51 
Y 0 0 0 
Z 3 2.501 0.559 

  i=0 i=1 i=2 
 

 
Топологічна схема сіток доданків 

 

  
Рис. 2, а Рис. 2, б 

 

Для того, щоб аплікати кутових вузлів залишились такими самими, 

як у першої сітки-доданку, аплікати вузлів плоскої сітки також повинні 

дорівнювати 𝑍𝑖,𝑗 = 2. Апліката центрального вузла результуючої сітки 

буде: 

𝑍00 = 𝑘1 𝑍00
′ + 𝑘2 𝑍00

′′  (10) 

 

де 𝑍′і 𝑍′′ −  відповідні аплікати центральних вузлів сіток-доданків; 

𝑘1 і 𝑘2 − вагові коефіцієнти функціонального додавання. 

Для того, щоб у результаті функціонального додавання не змінились 

аплікати кутових вузлів, згідно з умовою 3, задаємо 𝑘1 + 𝑘2 = 1. Тоді: 

𝑘1 =
𝑍00 − 𝑍00

′′

𝑍00
′ − 𝑍00

′′  ; 𝑘2 =
−𝑍00 + 𝑍00

′  

𝑍00
′ − 𝑍00

′′  . (11) 
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У відповідності до (10) апліката довільного вузла результуючої сітки 

дорівнюватиме: 

𝑍𝑖,𝑗 =
𝑍𝑖,𝑗

′ (𝑍00 − 𝑍00
′′ ) − 𝑍𝑖,𝑗

′′ (𝑍00 − 𝑍00
′ )

𝑍00
′ − 𝑍00

′′  , (12) 

 

де 𝑍𝑖,𝑗
′  і 𝑍𝑖,𝑗

′′ −  аплікати вузлів відповідно першої та другої сіток, що 

додаються; 

𝑍00 −  параметр управління формою. 

У табл. 2 наведено аплікати вузлів врівноважених сіток при заданих 

аплікатах центрального вузла 𝑍00 = 1.5  і  𝑍00 = 2.5. Результуючі сітки 

показано на рис. 3а та рис 3б. 

Наведений приклад наочно показує, що застосування апарата 

суперпозицій дозволяє оперативно варіювати форму сітки без складання і 

розв’язання системи рівнянь рівноваги вузлів. 

 Табл. 2 

 

Z00 Z10 Z20 Z11 Z21 Z22 

1.5 1.75 2.72 1.89 2.52 2 
2.5 2.25 1.28 2.11 1.48 2 

 

  
Рис. 3, а Рис. 3, б 

 

Висновки та перспективи. Наведений приклад наочно показує, що 

застосування апарата суперпозицій дозволяє оперативно варіювати форму 

сітки без складання і розв’язання системи рівнянь рівноваги вузлів. 
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CONDITIONS OF USING THE METHOD OF SUPERPOSITIONS 

FOR CONTROLLING THE SHAPE OF A BALANCED DISCRETE 

STRUCTURE 

 

The superposition of functions is understood as the formation of a 

complex function as a result of algebraic operations on two or more simple 

functions [1]. If simple functions are given discretely, the notion of 

superposition of points arises. In the future, the superposition of points will be 

understood as the determination of the coordinates of the resulting point when 

compiling the corresponding coordinates of the specified points with certain 

weighting factors. 

The superposition of balanced discrete structures requires the fulfillment 

of certain conditions and rules: 

Condition 1. When discretely represented surfaces are functionally added, 

they must be topologically identical (isotopic) [2]. At the same time, the 

correspondence between the elements of the resulting structure and each of the 

added structures must be established. In the superposition of discrete balanced 

structures, there are not only the coordinates of the vertices of the structure, but 

also the force vectors that arise in the edges of the structure and the forces of 

the external load on the vertices. 

Condition 2. In balanced systems, the ratio of the length of the edge to the 

length of the force vector in this edge, in the corresponding edges of the 

components of the superposition, must be the same. Only in this case, the tension 

or compression force of each rib as a result of functional addition will become 

the force in the given rib. 

Condition 3. In order for the coordinates of a given node to remain 

unchanged after functional addition, the sum of weight coefficients of functional 

addition at each coordinate must be equal to one. 

Condition 4. The number of added grids must be one more than the 

number of shape control parameters. 

Condition 5. If a balanced structure is formed under the action of its own 

weight, then the shape control parameters can only be appliqués of individual 

nodes or vertices, since when other coordinates of these nodes (abscissa and 

ordinate) are changed, the external load will not be vertical. 

Keywords: discrete structure, superposition of points, functional addition, 

balanced structure, shape control. 
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