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БАГАТОКРИТЕІАЛЬНА ПАРАМЕТРИЧНА ОПТИМІЗАЦІЯ 

СТІЙКОСТІ ОБОЛОНКИ МІНІМАЛЬНОЇ ПОВЕРХНІ НА 

КВАДРАТНОМУ ПЛАНІ ПРИ ТЕРМОСИЛОВОМУ 

НАВАНТАЖЕННІ З УРАХУВАННЯМ  

ГЕОМЕТРИЧНОЇ НЕЛІНІЙНОСТІ 

 

Оптимальне проєктування стійкості просторових конструкцій 

практично не вивчено в будівельній та прикладній механіки. Втрата 

стійкості оболонки характеризується за допомогою коефіцієнта λ та 

формами втрати стійкості, як правило, перша форма втрата стійкості є 

основною. 

Із наукового напрямку оптимального проєктування відомо, що 

дослідження відбувається найчастіше при цільових функціях: вага, об’єм, 

напруження, вартість конструкції. Оптимальне проєктування стійкості 

просторових конструкцій є новим напрямком в зворотних задачах 

будівельної та прикладної механіки. 

Поєднання задачі оптимізації ваги просторової конструкції та 

стійкості є досить цікавим з точки зору будівельних конструкцій. 

Тип задач про оптимальне проєктування стійкості раніше не міг бути 

розвинутий, тільки в кінці ХХ століття з появою потужної комп’ютерної 

техніки, яка може вирішувати великі системи рівнянь призвела до 

можливості робити чисельні екскременти в будівельній механіки, які в свою 

чергу розкрили цей новий перспективний вид задач. 

Навантаження можна використовувати різне: статичне, 

температурне, сейсмічне, динамічне, ударне, електромагнітне та інші. В 

даній науковій статті використовується термосилове навантаження, яке 

в себе вміщає комбінацію статичних впливів та температурне 

навантаження. 

Важливим елементом є геометрична нелінійність. З геометричною 

нелінійностю тісно пов’язана проблема стійкості будівельних конструкцій 

в цілому. Тіло, яке деформується знаходиться в стійкому стані рівноваги, 

якщо відбувається мала зміна конфігурації геометрії. 

У статі розкриті теоретичні відомості розрахунку стійкості тонких 

оболонок з урахуванням геометричної нелінійності. 

Результати дослідження багатокритеріальної параметричної 

оптимізації стійкості оболонки мінімальної поверхні на квадратному 

контурі з урахуванням геометричної нелінійності. Вдалося виконати 
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зменшення цільової функції ваги оболонки мінімальної поверхні при цьому 

коефіцієнт λ=1, що відповідає мінімальному параметру стійкості. 

У подальшому є можливість аналізувати результати оптимізації 

оболонки мінімальної поверхні на квадратному плані при різних цільових 

функціях та обрати по якому типу оптимізації проектувати конструкції 

згідно будівельних норма України. 

 

Ключові слова: оболонка мінімальної поверхні; міцність оболонки; 

стійкість оболонки; геометрична нелінійність; термосилове 

навантаження; метод скінчених елементів; напруження по Мізесу; МСЕ; 

товщина оболонки мінімальної поверхні; метод градієнтного спуску; 

метод скінченних елементів. 

 

Вступ. Оптимальне проєктування стійкості просторових конструкцій 

практично не вивчено в будівельній та прикладній механіки. Втрата 

стійкості оболонки характеризується за допомогою коефіцієнта λ та 

формами втрати стійкості, як правило, перша форма втрата стійкості є 

основною. Втрата стійкості відбувається коли коефіцієнт λ ≥1, чисельне 

дослідження показує, що цей коефіцієнт не відноситься до кожного 

скінченного елемента а розглядається для оболонок мінімальних поверхонь 

в цілому [1].  

Із наукового напрямку оптимального проєктування відомо, що 

дослідження відбувається найчастіше при цільових функціях: вага, об’єм, 

напруження, вартість конструкції. Оптимальне проєктування стійкості 

просторових конструкцій є новим напрямком в зворотних задачах 

будівельної та прикладної механіки. 

Поєднання задачі оптимізації ваги просторової конструкції та стійкості 

є досить цікавим з точки зору будівельних конструкцій. Для тонкостінних 

оболонок мінімальних поверхонь втрата стійкості може наступати раніше, 

ніж втрата міцності, при менших напружень по Мізесу. Це показує наступні 

результати, матеріал працює в пружному стані, розрахунковий опір сталі на 

розтяг на досягнуто, а форму оболонка мінімальної поверхні вже втратила, 

що призводить до неможливості її експлуатації та виконання своїх функцій. 

Згідно будівельних норм України розрахунок просторових тонкостінних 

оболонок мінімальних поверхонь виконується за ІІ групами граничних 

станів. До І групи відноситься міцність та стійкість. У даному випадку 

чисельне дослідження багатокритеріальної параметричної оптимізації 

виконується з урахуванням цільових функцій стійкості та ваги оболонки 

мінімальної поверхні, що дає наступні цікаві висновки, як правило, для 

просторових тонкостінних оболонок в цілому можна обмежуватися 

оптимальним проектуванням стійкості та ваги конструкції, при цьому буде 

фактично завжди забезпечуватися багатокритеріальна параметрична 

оптимізація міцності та ваги конструкції [2]. 
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Тип задач про оптимальне проєктування стійкості раніше не міг бути 

розвинутий, тільки в кінці ХХ століття з появою потужної комп’ютерної 

техніки, яка може вирішувати великі системи рівнянь призвела до 

можливості робити чисельні екскременти в будівельній механіки, які в свою 

чергу розкрили цей новий перспективний вид задач [3]. 

Аналогічний тип задач може бути доцільний для стержневих 

конструкцій, який працює на стиск зі згином, а саме всілякий вид колон та 

пілонів, а також промислових рам. Такий вид задач не може бути основний 

де конструкція працює на чистий стик або розтяг, бо там завжди буде 

відбуватися спочатку втрата міцності за матеріалом [4]. 

Навантаження можна використовувати різне: статичне, температурне, 

сейсмічне, динамічне, ударне, електромагнітне та інші. В даній науковій 

статті використовується термосилове навантаження, яке в себе вміщає 

комбінацію статичних впливів та температурне навантаження. 

Вирішення систем рівнянь рівноваги, які описують стійкість тонких 

оболонок мінімальних поверхонь ускладнюють їх аналітичне дослідження, 

поставлені задачі слід вирішувати застосовуючи чисельні методи, а саме 

метод скінченних елементів. Доцільно використовувати для 

багатокритеріальної параметричної оптимізації оболонок мінімальних 

поверхонь зв'язок між математичними методами – градієнтного спуску та 

методом скінченних елементів – для чисельного дослідження втрати 

стійкості та вирахування коефіцієнта λ, які дозволяють описувати загальну 

оптимізовану геометрію деформованої поверхні. Це дозволяє вибирати 

сітку скінченних елементів з урахуванням збіжності, її крок та зменшення 

чи збільшення кроку на певних ділянках [5]. 

При багатокритеріальній параметричній оптимізації тонких оболонок 

мінімальних поверхонь методом скінченних елементів диференціальні 

рівняння зводиться до системи алгебраїчних рівнянь, де значення функцій 

кожного скінченного елементу відомі, так як розбиті на прості 

прямокутники.  

В загальному питання стійкості тонкостінних оболонок є досить 

перспективним напрямком для будівельної і прикладної механіки. Суть 

проблеми полягає у визначення коефіцієнта втрати стійкості в кожному 

скінченому елементі, при цьому можна в інший частині оболонки не мати 

втрати стійкості, що призводить до місцевої втрати стійкості [6].  

Задачами стійкості займалися наступні українські вчені школи 

будівельної механіки: Баженов В.А., Гоцуляк Є.О., Лізунов П.П., 

Гуляєв В.І., Гайдайчук В.В., Пискунов С.О., Солодей І.І., Гуляр О.І., 

Іванченко Г.М., Чибіряков В.К., Лук’янченко О.О., Луговий П.З. та інші. 

Задачі стійкості мають дуже вагоме значення при розрахунку тонкостінних 

просторових конструкцій, так як будь який елемент конструкції повинен 

зводитися до стану стійкої рівноваги. З іншої сторони будь-яке руйнування 

тонкостінної просторової конструкції можна розглядати як місцеву або 

глобальну втрату стійкості, особливо цікаво це проявляється коли 



 

84 
 

відбувається процес багатокритеріальної параметричної оптимізації 

стійкості та ваги. При поступовому зменшенні товщини скінченного 

елемента, це призводить до появи місцевої стійкості. Суть дослідження 

визначити оптимальну товщину оболонки мінімальної поверхні при якій 

товщині відбудеться межа втрати стійкості з урахуванням геометричної 

нелінійності при термосиловому навантаженню, яке задане згідно 

будівельних норм України. Такий підхід може слугувати в загальному 

дослідженню по методики розрахунку будівельних конструкцій з 

урахуванням оптимального проектування [7–9]. 

Важливим елементом є геометрична нелінійність. З геометричною 

нелінійностю тісно пов’язана проблема стійкості будівельних конструкцій 

в цілому. Тіло, яке деформується знаходиться в стійкому стані рівноваги, 

якщо відбувається мала зміна конфігурації геометрії. Цей показник є 

основний через зовнішнє навантаження і характер його використання 

впливає на конструкцію в цілому, що може супроводжувати після прогинів 

у вигляді втрати стійкості тонкостінних просторових конструкцій. 

Навантаження при якій тонкостінна просторова конструкція втрачає 

стійкість називається критичним навантаженням, а геометрична форма, яку 

приймає тіло називається формую втрати стійкості [10].  

Теоретичні відомості розрахунку стійкості тонких оболонок з 

урахуванням геометричної нелінійності. Важливе питання проблем 

будівельної і прикладної механіки становлять задачі геометричної 

нелінійності. Нілійнійність диференціальних рівнянь не допомагає 

застосовувати аналітичні підходи, що обумовлює необхідність 

використання чисельних методів таких як метод скінченних елементів 

(МСЕ). Для даних задач метод скінчених елементів досліджений в задачах 

ізотропних тіл [6].  

Геометрично нелінійні задачі використовують в основному для 

формулювання задач стійкості конструкції. У більшості випадків проблему 

стійкості вдається вирішити, якщо звести її до лінійної постановки при 

власних коливаннях.  

Геометрично нелінійні називають задачі теорії пружності в яких 

враховується нелінійність в залежності від деформацій і переміщень, в той 

час як напруження і деформації пов’язані лінійно. Врахування нелінійних 

складових деформацій необхідно для розрахунку гнучких тонкостінних 

конструкцій [7]. 

Деформації тіла представлені (1):  

 

𝜀 = 𝜀̅ + 𝜀̃.                                                             (1) 
 

які пов’язані з переміщеннями наступним чином (2): 

 

𝜀̅ = 𝑅𝑢⃗ ,    𝛾̃𝑖𝑗 = 2𝜀𝑖̃𝑗 .                                            (2) 

 



 

85 
 

𝜀𝑖̃𝑗 =
1

2

𝜕𝑢𝑇⃗⃗ ⃗⃗ 

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢⃗⃗ ⃗⃗ 

𝜕𝑥𝑗
.                                                      (3) 

 

При дії об’ємних сил 𝐹  і розповсюджених по поверхні тіла 𝑆2 зусиль 𝑝∗⃗⃗⃗⃗   
в тілі виникають напруження 𝜎𝑇 = {𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑧𝜏𝑥𝑦𝜏𝑦𝑧𝜏𝑧𝑥}, які пов’язані з 

деформаціями пружного тіла узагальненим законом Гука (4): 

 

𝜎 = 𝐷𝜀 = 𝐷𝜀̅ + 𝐷𝜀̃.                                              (4) 
 

Потенційне енергія тіла включає роботу зовнішніх сил і енергію 

деформації (5): 

 

П𝐿(𝑢⃗ ) =
1

2
∫ 𝜎𝑇𝜀𝑑𝑉 − ∫ 𝑢𝑇⃗⃗ ⃗⃗ 𝐹 𝑑𝑉

𝑉𝑉

− ∫ 𝑢⃗ 𝑝∗⃗⃗⃗⃗ 𝑑𝑆

𝑆2

= 

 

=
1

2
∫ 𝜎𝑇𝜀𝑑̅𝑉

𝑉

+
1

2
∫ 𝜎𝑇𝜀̃𝑑𝑉

𝑉

− ∫ 𝑢𝑇⃗⃗ ⃗⃗ 𝐹 

𝑉

− ∫ 𝑢⃗ 𝑝∗⃗⃗⃗⃗ 𝑑𝑆

𝑆2

.                   (5) 

 

Згідно варіаційного принципу Лагранжа серед всіх допустимих 

переміщень тіла, які реалізовані і які приводять потенційну енергію (5) до 

мінімального значення [8–9]. 

Розіб’ємо тіло на множену скінченних елементів і розглянемо один із 

них об’ємом 𝑉. Переміщення, деформації і напруження будемо 

апроксимувати наступним чином (6): 

 

𝑢⃗ = 𝑁1𝑢1⃗⃗⃗⃗ + ⋯+ 𝑁𝑚𝑢𝑚⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑁{𝑢}, 
 

𝜀̅ = 𝑅𝑢⃗ = 𝐵1𝑢1⃗⃗⃗⃗ + ⋯+ 𝐵𝑚𝑢𝑚⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵{𝑢}, 
 

𝜀𝑖̃𝑗 =
1

2
{𝑢}𝑇

𝜕𝑁𝑇

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑗

{𝑢} =
1

2
{𝑢}𝑇𝐺𝑖𝑗{𝑢}, 

 

𝜎 = 𝐷(𝐵1𝑢1 + ⋯+ 𝐵𝑚𝑢𝑚 + 𝜀̃) = 𝐷(𝐵{𝑢} + 𝜀̃)                     (6) 
 

де 𝑁𝑗 – Базисні функції скінченого елемента 𝑢𝑖⃗⃗  ⃗ – вектора вузлових 

переміщень і-го вузла N (3x3m), B (6x3m) – матриці базисних функцій і 

деформацій 𝐺𝑖𝑗 (3m x 3m) – матриці нелінійних деформацій, конкретні 

вирази для яких будуть приведені нижче. Після постановки останніх виразів 
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функціонал (5) перетворюється у функцію вузлових переміщень, який має 

наступний вигляд [10]: 

 

П𝐿({𝑢}) =
1

2
{𝑢}𝑇 ∫ 𝐵𝑇𝐷𝐵𝑑𝑉

𝑉

{𝑢} + {𝑢}𝑇 ∫ 𝐵𝑇𝐷𝜀̃𝑑𝑉 +

𝑉

 

 

+
1

2
∫ 𝜀̃𝑇𝐷𝜀̃𝑑𝑉 − {𝑢}𝑇 ∫ 𝑁𝑇𝐹 

𝑉

𝑑𝑉 −

𝑉

{𝑢}𝑇 ∫ 𝑁𝑇𝑝∗⃗⃗⃗⃗ 

𝑆𝑠

𝑑𝑆 = 

 

1

2
{𝑢}𝑇𝐾{𝑢} − {𝑢}𝑇{𝑄} + {𝑢}𝑇 ∫ 𝐵𝑇𝐷𝜀̃𝑑𝑉 +

1

2
∫ 𝜀̃𝑇𝐷𝜀̃𝑑𝑉.

𝑉𝑉

              (7) 

 

де 𝐾 (3m x 3m) – матриця жорсткості скінченного елемента; {𝑄} (3m x 1) – 

вектор вузлових навантажень. Вирішуючи рівняння для одного скінченного 

елемента визначається з умов мінімуму цієї функції, яке приводить до 

системи нелінійних алгебраїчних рівнянь (8):  

 
𝜕П𝐿

𝜕{𝑢}
= 𝐾{𝑢} − {𝑄} + {𝑄̃({𝑢})} = 0.                                 (8) 

 

Вектор додаткових вузлових сил 𝑄̃, обумовлений врахуванням 

нелінійних деформацій і нелійнійно залежних від вузлових переміщень, має 

наступний вигляд (9): 

 

{𝑄̃({𝑢})} =
𝜕

𝜕{𝑢}
({𝑢}𝑇 ∫ 𝐵𝑇𝐷𝜀̃𝑑𝑉 +

1

2
∫ 𝜀̃𝑇𝐷𝜀̃𝑑𝑉

𝑉𝑉

) = 

 

= ∫ 𝐵𝑇𝐷𝜀̃𝑑𝑉 + ∫
𝜕𝜀̃𝑇

𝜕{𝑢}
𝑉𝑉

𝐷𝐵𝑑𝑉{𝑢} + ∫
𝜕𝜀̃𝑇

𝜕{𝑢}
𝑉

𝐷𝜀̃𝑑𝑉.                   (9) 

 

Об’єднання системи рівнянь (8) для множини скінченних елементів 

приводить до системи нелінійних алгебраїчних рівнянь для повної скінчено-

елементної моделі тіла (10): 

 

[𝐾][𝑈] = [𝑄] − [𝑄̃([𝑈])].                                       (10) 
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Для вирішення цієї нелінійної системи можна використати метод 

послідовного завантаження, який зводиться до наступного алгоритму    [11–

12]. 

Крок 1. Будується матриця жорсткості 𝐾 і вектор вузлових сил 𝑄. 

Враховуємо, що i=0, 𝑄̃ = 0 із вирішення лінійної системи знаходимо вузлові 

переміщення 𝑈0. 

Крок 2. i=і+1. На і-й ітерації використовуючи (10), вираховуємо 𝑄̃𝑖 і 

його суму з 𝑄: 𝑃𝑖 = 𝑄̃𝑖 + 𝑄. 
Крок 3. Вирішується система лінійних рівнянь (11): 

 

𝐾𝑈𝑖 = 𝑃𝑖 .                                                          (11)  
 

Крок 4. Перевірка умови збіжності ітераційного процесу де 𝜀 – мале 

число та 𝑈𝑖 – максимальний по модулю вектор. Якщо збіжність не 

досягнута, то остання умова не виконується, то виконується перехід до 

кроку 2, в противному випадку до кроку 5. 

Крок 5. Виконується обчислення деформацій і напружень кожного 

скінченного елемента на основі вектора 𝑈𝑖, який є наближеним вирішенням 

нелінійної системи (10). 

В загальному підсумку, вирішення нелінійної системи зводиться до 

вирішенню послідовності лінійних систем. Відмітимо, що при послідовних 

ітераціях змінюється лише права частина системи рівнянь, що дозволяє 

факторизувати матрицю жорсткості тільки один раз [13–14]. 

Чисельне дослідження багатокритеріальної параметричної 

оптимізації стійкості оболонки мінімальної поверхні на квадратному 

контурі з урахуванням геометричної нелінійності. Дослідження з 

урахуванням геометричної нелінійності відбувається у програмному 

комплексі Femap with Nastran за рахунок ітераційного завантаження.  

На рис. 1 зображена скінчено-елементна модель. Скінченні елементи 

plate – 7200 шт. Вузлів 3721 – штук. З’єднання з диском землі – жорстке 

защемлення. Матеріал сталь С275. Товщина оболонки 30 мм.  

 

 
Рис. 1. Скінчено-елементна модель 
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Рис. 2. Перша форма втрата стійкості. 

Eigenvalue 1 -2,89 

Рис. 7. Шоста форма втрата стійкості. 

Eigenvalue 6 -4.36 

  

Рис. 3. Друга форма втрата стійкості. 

Eigenvalue 2 -3.201 

 

Рис. 8. Сьома форма втрата стійкості. 

Eigenvalue 7 -4.74 

 

  

Рис. 4. Третя форма втрата стійкості. 

Eigenvalue 3 -3.24 

Рис. 9. Восьма форма втрата стійкості. 

Eigenvalue 8 -5.15 
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Рис. 5. Четверта форма втрата стійкості. 

Eigenvalue 4 -3.87 

Рис. 10. Дев’ята форма втрата стійкості. 

Eigenvalue 9 5.41 

 

  

Рис. 6. П’ята форма втрата стійкості. 

Eigenvalue 5 -4.18 

Рис. 11. Десята форма втрата стійкості. 

Eigenvalue 10 5.63 
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Рис. 12. Розподілення товщини після оптимізації від 80 до 3 мм 

 

 

 
 

Рис. 13. Графік зміни цільових функцій вага конструкції і  

параметр стійкості λ по циклам оптимізації 

 

Результати дослідження багатокритеріальної параметричної 

оптимізації стійкості оболонки мінімальної поверхні на квадратному 

контурі з урахуванням геометричної нелінійності. Було проведено 
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чисельне дослідження багатокритеріальної параметричної оптимізації 

стійкості оболонки мінімальної поверхні з урахуванням геометричної 

нелінійності за допомогою методу скінченних елементів. Було знайдено 10 

форм втрати стійкості рис. 2 — 11 на яких відображається енергія деформації 

Eigenvalue за значеннями від 2.89 до 5.63. При товщині оболонки 

мінімальної поверхні 25 мм стійкість достатня. 

У чисельному дослідженні багатокритеріальної параметричної 

оптимізації стійкості за рахунок геометричної нелінійності вдалося 

зменшити товщину оболонки на 28,56% за рахунок врахування дійсних 

переміщень на кожному кроці перевірки стійкості. При цьому коефіцієнт 

стійкості λ=1, рис. 13. Після оптимізації розподілення товщини відбувається 

від 3 до 80 мм. 

Зовнішнє навантаженням задавалося комбінацією термосиловими 

зусиллями з певними коефіцієнтами запасу згідно будівельних норм 

України. Це прикладне дослідження є важливо для будівельної і прикладної 

механіки, яке дозволяє зробити підґрунтя для подальших досліджень. 

У подальшому є можливість аналізувати результати оптимізації 

оболонки мінімальної поверхні на квадратному плані при різних цільових 

функціях та обрати по якому типу оптимізації проектувати конструкції 

згідно будівельних норма України. Дане чисельне дослідження відображає 

параметри оболонки по мінімальній товщині, коли оболонка не втрачає 

стійкість. 
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MULTICRITERIA PARAMETRIC OPTIMIZATION OF THE 

STABILITY OF THE MINIMUM SURFACE SHELL ON A SQUARE 

PLAN UNDER THERMOSTRESS LOADING, TAKING INTO 

ACCOUNT GEO METRIC NONLINEARITY 

 

Optimal design of spatial structures' stability has hardly been studied in 

construction and applied mechanics. Loss of shell stability is characterized by the 

coefficient λ and forms of stability loss; as a rule, the first form of stability loss is 

the main one. 

From the scientific field of optimal design, it is known that research is most 

often conducted on target functions: weight, volume, stress, and construction cost. 

Optimal design of the stability of spatial structures is a new direction in inverse 

problems in construction and applied mechanics. 

The combination of optimizing the weight of a spatial structure and its 

stability is quite interesting from the point of view of building structures. 

The type of tasks related to optimal stability design could not be developed 

earlier, but at the end of the 20th century, with the advent of powerful computer 

technology capable of solving large systems of equations, it became possible to 

perform numerical calculations in structural mechanics, which in turn revealed 

this new promising type of task. 

Various types of loads can be used: static, thermal, seismic, dynamic, impact, 

electromagnetic, and others. This scientific article uses a thermo-mechanical 

load, which combines static influences and thermal load. 
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An important element is geometric nonlinearity. Closely related to geometric 

nonlinearity is the problem of stability of building structures as a whole. A 

deforming body is in a stable state of equilibrium if there is a small change in the 

configuration of the geometry. 

The article reveals theoretical information on calculating the stability of thin 

shells, taking into account geometric nonlinearity. 

The results of the study of multi-criteria parametric optimization of the 

stability of a minimal surface shell on a square contour, taking into account 

geometric nonlinearity. It was possible to reduce the target function of the weight 

of the minimal surface shell with a coefficient λ=1, which corresponds to the 

minimum stability parameter. 

In the future, it will be possible to analyze the results of optimizing the 

minimum surface shell on a square plan for different objective functions and 

select the type of optimization for designing structures in accordance with 

Ukrainian building codes. 
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