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ОПТИМАЛЬНЕ ПРОЕКТУВАННЯ ОБОЛОНОК МІНІМАЛЬНИХ 

ПОВЕРХОНЬ МЕТОДОМ РІШЕННЯ ПРОДОВЖЕННЯ ПО 

ПАРАМЕТРУ ТА МЕТОДОМ СКІНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТІВ 

 

Оптимальне проектування тонкостінних просторових конструкцій 

необхідне, для зменшення дії активного зовнішнього навантаження. 

Використання такої методики дозволяє розробити алгоритм побудови їх 

геометричної форми, який буде ефективно працювати, під дією комбінації 

термосилового навантаження. 

Оптимальне проектування в будівельній та прикладній механіки 

розділяється на декілька видів. До основних видів відносяться: 

параметрична, топологічна, оптимізація форми (морфологічна) та 

оптимізація фізико-механічних характеристик (модуля пружності та 

коефіцієнту Пуассона). В даній науковій публікації розкривається суть 

оптимізації форми тонкостінних просторових конструкцій, до яких 

відносяться оболонки мінімальних поверхонь. 

Багатокритеріальна параметрична оптимізація формується під 

певні параметри. Основний параметр є вага чи об’єм оболонки мінімальної 

поверхні. Додаткові параметри, але не менш важливі, для дослідження 

напружено-деформованого стану оболонок мінімальних поверхонь, є 

міцнісні характеристики. Вони дають змогу використовувати загальну 

методу дослідження всіх будівельних конструкцій, за ІІ групами граничних 

станів. 

Постановка задачі оптимального проектування, оболонок 

мінімальних поверхонь може відбуватися: лінійною, геометрично 

нелінійною, фізичною нелінійною, нестаціонарна задача в часі. 

За допомогою методу продовження рішення по параметру та 

власного програмного забезпечення формується точковий каркас оболонок 

мінімальних поверхонь, з оптимальною формою. Завантаження цієї 

інформації в розрахунковий комплекс Femap with Nastran відбувається 

перехідними модулями. На базі переходу, відбувається кінцева побудова 

геометрії оболонок мінімальних поверхонь, а саме: поверхонь, кривих та 

необхідних точок. 
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За допомогою методу скінченних елементів та методу 

продовження рішення по параметру було реалізовано оптимальну форму 

оболонок мінімальних поверхонь на заданому контуру. До таких оболонок 

мінімальних поверхонь відносяться: оболонка мінімальної поверхні на 

прямокутному контурі; оболонка мінімальної поверхні з прямокутним 

планом, яка складається з двох прямих ліній і двох дуг кіл; оболонка 

мінімальної поверхні на квадратному плані; оболонка мінімальної поверхні 

на трапецевидному контурі; двохзв’язна мінімальна поверхня на круглому 

контурі; оболонка мінімальної поверхні, яка складається із двох похилих 

еліпсів на круглому контурі.  

Застосування такого підходу, дає можливість забезпечити 

використання декількох видів оптимального проектування на одному 

досліджуваному об’єкті, що є актуальною задачею, для теорії 

оптимізації, в будівельних конструкцій та прикладної та будівельної 

механіки.     
 

Ключові слова: оболонка мінімальної поверхні; параметрична 

оптимізація; топологічна оптимізація; морфологічна оптимізація; 

оптимізація форми, метод скінчених елементів, Femap with Nastran, 

товщина оболонки мінімальної поверхні; метод рішення продовження по 

параметру; оптимальне проектування; оптимальна форма; цільова 

функція; міцнісні характеристики. 

 

Постановка проблеми. Оптимальне проектування тонкостінних 

просторових конструкцій необхідне, для зменшення дії активного 

зовнішнього навантаження. Використання такої методики дозволяє 

розробити алгоритм побудови їх геометричної форми, яка буде ефективно 

працювати під дією комбінації термосилового навантаження. Початок 

робіт по оптимальному проектуванню форми тонкостінних просторових 

конструкцій розпочалося в середині ХХ століття. Необхідність такого 

підходу було запропоновано для зменшення ваги та собівартості 

виготовлення тонкостінної просторової конструкції [1-2]. 

Використання оптимального проектування форми в західних 

виданнях називається морфологічною оптимізацією. Вона базується на 

підборі геометрії, для зменшення дії внутрішніх зусиль конструкції. Це 

спричиняє додаткову несучу здатність такого типу конструкцій.  

Оптимальне проектування в будівельній та прикладній механіки 

розділяється на декілька видів. До основних видів відносяться: 

параметрична, топологічна, оптимізація форми (морфологічна) та 

оптимізація фізико-механічних характеристик (модуля пружності та 

коефіцієнту Пуассона) [3-6]. В даній науковій публікації розкривається 

суть оптимізації форми тонкостінних просторових конструкцій до яких 

відносяться оболонки мінімальних поверхонь [7-10]. Сучасний підхід до 

оптимальному проектування в будівельній та прикладній механіки, є 
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застосування декількох видів оптимального проектування, на одному 

досліджуваному об’єкті. Це дає можливість, з різних точок зору, 

використовувати оптимальне проектування, для зменшення 

матеріалоємності просторових тонкостінних конструкцій. В даному 

підході оптимального проектування, першим є застосування оптимізації 

форми оболонок мінімальних поверхонь. Під оптимізовану форму вже 

накладають зовнішні термосилові навантаження та відбувається 

багатокритеріальна параметрична оптимізація [11-12].  

Багатокритеріальна параметрична оптимізація формується під певні 

параметри. Основний параметр є вага чи об’єм оболонки мінімальної 

поверхні. Додаткові параметри, але не менш важливі, для дослідження 

напружено-деформованого стану оболонок мінімальних поверхонь, є 

міцнісні характеристики. Вони дають змогу використовувати загальну 

методу дослідження всіх будівельних конструкцій, за ІІ групами 

граничних станів. До міцнісних характеристик відносяться наступні 

параметри дослідження оболонок мінімальних поверхонь, які поділенні на 

відповідні параметри в розрахунковому графічному комплексі Femap with 

Nastran, а саме [13-15]: 

- міцність (відповідна характеристика напруження по Мізесу, що 

описує 4-теорії міцності Гука); 

- переміщення (відповідні характеристики сумарного переміщення 

по відповідним осям OX,OY,OZ); 

- коефіцієнт стійкості λ (відповідна характеристика оболонок 

мінімальних поверхонь, яка описує втрату стійкості). 

Ці основі характеристики, в комбінації в цільовою функцією вагою, чи 

об’ємом, оболонок мінімальних поверхонь, дають можливість використати 

два види оптимального проектування на одному досліджуваному об’єкті. 

Додатковим видом оптимального проектування може 

використовуватися власні чи вимушені коливання оболонок мінімальних  

поверхонь. Ці характеристики можуть стати поштовхом, до аналізу 

багатокритеріальної параметричної оптимізації, з урахуванням 

динамічного впливу, на оболонки мінімальних поверхонь. Користь такого 

підходу є висока так як прикладні дослідження в будівельній та 

прикладній механіки показують економію сталі від 15% до 30%, 

відповідно до постановки задачі та комбінації зовнішнього активного 

навантаження [16-19]. 

Постановка задачі оптимального проектування, оболонок мінімальних 

поверхонь може відбуватися: лінійною, геометрично нелінійною, 

фізичною нелінійною, нестаціонарна задача в часі. Вивчена тільки лінійна 

постановка. З нелінійних – це геометрична нелінійність, яка була 

розроблена автором, для дослідження даного типу задач, в будівельній та 

прикладній механіки. Є окремі дослідження на оболонки обертання з 

урахування сейсмічних впливів та детермінованого навантаження. 
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В теорії оптимального проектування, оптимальна конструкції 

називається при умові, що вона є найкращою версією себе з усіх 

можливих. Оптимальне проектування виконується тільки, із заданою 

комбінацією зовнішнього навантаження. У вихідних даних створюється 

критерії, які представляють, що таке найкраща версія конструкції. 

Призначення критерій оптимальності, є метод дослідження, який 

реалізується за допомогою цільових функцій. Незважаючи на це 

обмеження, які накладаються в оптимальний розрахунок відносяться до 

розрахункових характеристик матеріалу, деформації та її розміри. 

При необхідній комбінації зовнішнього навантаження та обмежень, 

визначається чи така постановка задачі є конкурентоспроможною, якщо 

умова виконується, то тоді оцінюється її економічна складова. Це задачі 

досить високого порядку в прикладній та будівельній механіки, які тільки 

набирають розвитку в світі. Математична сторона питання пройшла вже 

досить значний шлях, з теорії управління, та варіаційного числення, що дає 

змогу використовувати математичні апарати для вирішення даного типу 

задач. 

Оптимальність оболонок мінімальних поверхонь описується за 

допомогою деякої функції проектувальних параметрів, які є критеріями 

оптимальності. Значення критерій оптимальності визначається фізичними і 

механічними зв’язками, які закладені в розрахунковий комплекс Femap 

with Nastran та певними співвідношеннями у механіки. Умови задачі 

оптимального проектування, є встановлення певних обмежень, які 

накладаються на відгук конструкції [20]. Після реалізації чисельних 

екскрементів відбувається безпосереднє проектування оболонок 

мінімальних поверхонь. 

Теоретичні відомості побудови оболонок мінімальних поверхонь 

на основі методу продовження рішення по параметру. Радіус вектор 

визначається, з урахуванням довільною точки 𝑃0𝜖 Ω0, та наступним 

співвідношенням: 

 

𝑟(𝑥1, 𝑥2) = 𝑟0(𝑥1, 𝑥2) + 𝑍(𝑥1, 𝑥2)𝑛0⃗⃗⃗⃗⃗.                                       (1.1) 

 

Вектор нормалі до 𝑀0
2 є одиничним – 𝑛0⃗⃗⃗⃗⃗. Система рівнянь яка визначає 

положення точки 𝑃0𝜖Ω на площині 𝑀0
2. 

 

𝑥 = 𝑥(𝑥1, 𝑥2);                                                            (1.2)  

 

𝑦 = 𝑦(𝑥1, 𝑥2).                                                            (1.3) 

 

Диференціальне рівняння, зі зведеними співвідношення відбувається, 

при визначені форми, з наступними крайовими умовами: 

 



143 
 

Z /Г =𝜀(𝑥1, 𝑥2).                                                              (1.4)  

 

Ефективне визначення крайових умов досягається на основі 

параметру 𝜆, він вводиться у крайові умови задачі: 

 

Z /Г =𝜆𝜀(𝑥1, 𝑥2); (0 ≤ 𝜆 ≤ 1).                                          (1.5) 

 

При вирішенні нелінійної задачі формоутворення визначається 

значення функції 𝑍 = 𝑍(𝑥1, 𝑥2) за допомогою параметру 𝜆. 

 

𝑆(𝑍𝑖,𝑘) = 0,                                                              (1.6) 

 

𝐺(𝑍𝑖,𝑘; 𝜆) = 0.                                                          (1.7) 

 

Вирази (1.6 та 1.7) задовольняють наступні умови, які описується 

співвідношенням: 

 

  𝑍𝑖,𝑘(𝑂) = 𝑍𝑖,𝑘
0 .                                                         (1.8) 

 

При використання рядів Тейлора в околиці оптимального рішення 

отримаємо: 

 

Ф(𝑛) = Ф(𝑛)
′ (𝑍𝑖,𝑘

(𝑛+1)
− 𝑍𝑖,𝑘

(𝑛)
) ≌ 𝜆(𝑛+1)𝑏.                               (1.9)  

 

На кожному кроці побудови оптимальної форми відбувається за 

допомогою: 

 

𝑍𝑖,𝑘
(𝑛+1)

= 𝑍𝑖,𝑘
(𝑚)

+ [Ф(𝑛)
′ ]

−1
(𝜆(𝑛+1)𝑏 − Ф(𝑛)).                      (1.10) 

 

Чисельна реалізація оболонок мінімальних поверхонь з 

точкового каркасу, які формується методом скінченних елементів. 

За допомогою методу продовження рішення по параметру та 

власного програмного забезпечення формується точковий каркас оболонок 

мінімальних поверхонь, з оптимальною формою. Завантаження цієї 

інформації в розрахунковий комплекс Femap with Nastran відбувається 

перехідними модулями. На базі переходу, відбувається кінцева побудова 

геометрії оболонок мінімальних поверхонь, а саме: поверхонь, кривих та 

необхідних точок. 

Реалізація побудови оптимальної форми оболонок мінімальних 

поверхонь, створює можливість нанесення сітки скінченних елементів. На 

поверхню накладається сітка пластинчастих скінченних елементів plate. 

Це виконується на основі задання фізико-механічних характеристик сталі, 
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а саме: модулю пружності та коефіцієнта Пуассона. Виконується перевірка 

на збіжність пластинчастих скінченних елементів та задається їх 

властивість. 

Оболонки мінімальних поверхонь є унікальними просторовими 

тонкостінними конструкціями, реалізація яких в практичній роботі 

проектування фактично відсутнє. Попередня товщина оболонок 

мінімальних поверхонь задається 60 мм., за допомогою попередніх 

розрахунків, та слугує основною, для подальшої параметричної 

оптимізації, при термосиловому навантаженні. 

Додатковою компонентною, для реалізації подальшої 

багатокритеріальної параметричної оптимізації, використовується 

унікальне property, для кожного пластинчастого скінченного елемента 

окремо. Ця властивість дає можливість, під час параметричної оптимізації 

виконувати, призначати на кожен скінченний елемент власну товщину, 

роботи її більшу у завантажену зона, або меншу де навантаження не так 

істотно впливає. Одним із основним чинником є оптимальна форма 

оболонок мінімальних поверхонь, яка необхідна для  зменшення 

оптимізованої версії майбутньої тонкостінної просторової конструкції. 

Окремо необхідно відзначити, що всі оболонок мінімальних 

поверхонь побудовані методом продовження рішення по параметру, через 

певний заданий контур. Для тестових прикладів такі контури є: 

квадратний, прямокутний, трапецевидний, круглий. Можна 

використовувати трикутний, ромбовидний, шестигранний та інші. 

 

 
Рис 1.1 Скінченно-елементна модель оболонки мінімальної поверхні на  

прямокутному контурі. 
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Рис 1.2 Скінченно-елементна модель оболонки мінімальної поверхні з прямокутним 

планом, яка складається з двох прямих ліній і двох дуг кіл. 

 
Рис 1.3 Скінченно-елементна модель оболонки мінімальної поверхні на квадратному 

плані. 

 
Рис 1.4 Скінченно-елементна модель оболонки мінімальної поверхні на 

трапецевидному контурі. 
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Рис 1.5 Скінченно-елементна модель двохзв’язної мінімальної поверхні на круглому 

контурі. 

 
Рис 1.6 Скінченно-елементна модель оболонки мінімальної поверхні, яка складається із 

двох похилих еліпсів на круглому контурі. 

 

Висновки чисельної побудови методом скінченних елементів та 

методом продовження рішення по параметру оболонок мінімальних 

поверхонь. За допомогою методу скінченних елементів та методу 

продовження рішення по параметру було реалізовано оптимальну форму 

оболонок мінімальних поверхонь на заданому контуру. До таких оболонок 

мінімальних поверхонь відносяться: оболонка мінімальної поверхні на 

прямокутному контурі; оболонка мінімальної поверхні з прямокутним 

планом, яка складається з двох прямих ліній і двох дуг кіл; оболонка 

мінімальної поверхні на квадратному плані; оболонка мінімальної 

поверхні на трапецевидному контурі; двохзв’язна мінімальна поверхня на 

круглому контурі; оболонка мінімальної поверхні, яка складається із двох 

похилих еліпсів на круглому контурі.  

Попередня товщина оболонок мінімальних поверхонь на заданому 

контурі становить 60 мм. Матеріал з якого виготовляються дані 

тонкостінні просторові конструкції – сталь. Вид скінченних елементів 
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plate. Скінченна-елементна модель представлена в розрахунковому 

комплексі Femap with Nastran.  

Така постановка задачі дає можливість реалізовувати оптимальну 

форму унікальних тонкостінних конструкцій та використовувати її в 

подальшій багатокритеріальній параметричній оптимізації. Застосування 

такого підходу, дає можливість забезпечити використання декількох видів 

оптимального проектування на одному досліджуваному об’єкті, що є 

актуальною задачею, для теорії оптимізації, в будівельних конструкцій та 

прикладної та будівельної механіки.     
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OPTIMAL DESIGN OF MINIMAL SURFACE SHELLS USING THE 

PARAMETRIC EXTENSION METHOD AND  

THE FINITE ELEMENT METHOD. 

 

Abstract. Optimal design of thin-walled spatial structures is essential for 

reducing the effects of active external loads. Applying this methodology makes it 

possible to develop an algorithm for determining their geometric shape that will 

perform effectively under combined thermal and mechanical loads. 

Optimal design in structural and applied mechanics is divided into several 

types. The main types include: parametric, topological, shape optimization 

(morphological), and optimization of physical and mechanical properties 

(modulus of elasticity and Poisson’s ratio). This scientific publication explores 

the essence of shape optimization for thin-walled spatial structures, which 

include minimal surface shells. 

Multi-criteria parametric optimization is defined by specific parameters. 

The primary parameter is the weight or volume of the minimal surface shell. 

Additional parameters, though no less important, for studying the stress-strain 

state of minimal surface shells are strength characteristics. They allow for the 

use of a general method for analyzing all building structures, based on the 

second group of limit states. 

The formulation of an optimal design problem involving minimal surface 

envelopes can be linear, geometrically nonlinear, physically nonlinear, or time-

varying. 

Using the method of parameter extension and proprietary software, a point 

mesh of minimal surface shells with an optimal shape is generated. This 

information is loaded into the Femap with Nastran simulation suite via interface 
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modules. Based on this transfer, the final construction of the geometry of the 

minimal surface shells takes place, namely: surfaces, curves, and the necessary 

points. 

Using the finite element method and the parameter extension method, the 

optimal shape of the shells of minimal surfaces on a given contour was 

determined. Such minimal surface shells include: a minimal surface shell on a 

rectangular contour; a minimal surface shell with a rectangular plan, consisting 

of two straight lines and two circular arcs; a minimal surface shell on a square 

plan; a minimal surface shell on a trapezoidal contour; a two-boundary minimal 

surface on a circular contour; the envelope of a minimal surface consisting of 

two oblique ellipses on a circular contour. 

The application of this approach makes it possible to employ several types 

of optimal design on a single object of study, which is a pressing challenge for 

optimization theory, structural engineering, and applied and structural 

mechanics.   

 

Keywords: minimum surface shell; parametric optimization; topological 

optimization; morphological optimization; shape optimization; finite element 

method; Femap with Nastran; thickness of a minimum surface shell; parameter 

extension method; optimal design; optimal shape; objective function; strength 

characteristics. 


